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Решена задача о рассеянии электромагнитных волн на биизотропном шаре в биизотропной среде. Получены аналити-
ческие выражения для коэффициентов разложения рассеянного и внутреннего полей по полной и ортонормированной 
системе шаровых векторов. Численно проанализированы зависимости этих амплитудных коэффициентов от парамет-
ров биизотропных сред и радиуса шара. Показано, что в частном случае взаимных гиротропных сред из полученных 
нами выражений следуют формулы, известные из более ранних работ. 
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The problem of electromagnetic wave scattering on biisotropic sphere in biisotropic medium is solved. Analytical expressions 
for expansion coefficients of the scattered and inner fields on the complete orthonormal system of spherical vectors are ob-
tained. These coefficients are numerically analyzed depending on the parameters of biisotropic media. It is shown that in the 
particular case of gyrotropic media our results yield solutions known earlier. 
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Введение 
В последнее время интенсивно ведутся ис-
следования различных сложных искусственных 
макроскопических сред, электромагнитные свой-
ства которых описывают материальными урав-
нениями вида [1]–[8] 
( )
( )
;
,
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r r r
r r
  (0.1) 
содержащими «перекрестные» магнитоэлектри-
ческие слагаемые. Такие среды получили в науч-
ной литературе название «биизотропных» 
(«biisotropic»). Любое внешнее поле обуславли-
вает  в  них электрическую  и  магнитную  поля-
ризацию. Частными вариантами таких сред яв-
ляются:  
а) изотропные диэлектрики (при 0,α =  
0χ = ); 
б) естественно гиротропные (киральные) 
среды (при 0,χ =  0α ≠ ); 
в) среды Теллегена (при 0,α =  0χ ≠ ). 
Важность изучения биизотропных сред объ-
ясняется тем, что, оставаясь изотропными, они, 
тем не менее, могут иметь электромагнитные 
свойства, существенно отличные от свойств бо-
лее простых сред типа изотропных диэлектри-
ков. Более того, биизотропные среды могут про-
являть свойства, заметно отличающиеся от 
свойств киральных сред или сред Теллегена. Раз-
личные аспекты исследования киральных и бии-
зотропных сред хорошо освещены в литературе, 
в частности в монографиях [9], [10] и статьях 
[11]–[21].  
Возрастающий интерес к исследованиям 
электродинамических свойств киральных и бии-
зотропных сред во многом обусловлен успехами 
в создании композитных сред, структурирован-
ных в микроскопическом и нанометровом мас-
штабе. При этом спектральная область, в кото-
рой могут проявляться специфические свойства 
искусственных сред, значительно шире, чем оп-
тический диапазон, в котором свойства сред типа 
киральности обусловлены свойствами молекул. 
С усовершенствованием методов синтеза поли-
меров стало возможно реализовать взаимные 
киральные среды в целях практического исполь-
зования их свойств в СВЧ и миллиметровом вол-
новом диапазоне. Среди многочисленных потен-
циальных применений киральной среды можно 
указать использование слоёв из них в качестве 
объектов, поглощающих излучение радаров. 
Биизотропные среды, рассматриваемые как 
обобщение случая киральных сред, кроме ки-
ральности, обладают также свойством невзаим-
ности, в силу чего они очень перспективны в 
прикладном отношении. Биизотропные (невза-
имные киральные)  среды,  при  описании их 
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макроскопических электромагнитных свойств, 
характеризуют четырьмя материальными пара-
метрами (вместо трех, используемых для харак-
теристики взаимных киральных сред). Вследст-
вие этого способы создания искусственных ма-
териалов, обладающих требуемыми электромаг-
нитными свойствами, более вариативны. Таким 
образом, все больше и больше внимания привле-
кается к области взаимодействия электромагнит-
ных волн со средами этого класса и соответст-
вующим граничным задачам.  
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Следует отметить, что с середины 90-х го-
дов прошлого века в литературе ведется дискус-
сия о «распознаваемом существовании» невза-
имных биизотропных сред [22]–[34]. Как указано 
в [7], [8] эта дискуссия фактически не завершена, 
поэтому именно при решении граничных задач 
могут быть найдены дополнительные аргументы 
в пользу утверждения о том, что нельзя эффекты, 
обусловленные отличием от нуля значения пара-
метра невзаимности ,χ  объяснить изменением 
значений других параметров при 0.χ =  Чтобы 
найти такие эффекты, следует решить различные 
граничные задачи для электромагнитных полей в 
биизотропной среде, граничащей с другими раз-
личными средами в условиях, когда граница раз-
дела является плоской, сферической, цилиндри-
ческой и др. Задачи об отражении электромаг-
нитных волн от плоских границ раздела «вакуум 
– биизотропная среда», «биизотропная среда 1 – 
биизотропная среда 2» рассмотрены в работах 
[35], [36]. В настоящей статье рассматривается 
задача об отражении электромагнитных волн от 
сферической границы раздела двух биизотроп-
ных сред. 
 
1 Задача Ми для биизотропных сред 
Теория рассеяния электромагнитных волн 
на сферически симметричных объектах различ-
ной природы, помещенных в ту или иную среду 
(теория Ми), имеет более чем столетнюю исто-
рию [37], по этой проблеме имеется обширная 
библиография. В качестве путеводителей по этой 
теории укажем монографии [38]–[40], в которых 
содержатся десятки ссылок на оригинальные 
работы. Рассеяние на киральных и других сфе-
рически симметричных объектах было рассмот-
рено в [13]–[15]. Аналогичная задача о рассеянии 
электромагнитных волн на биизотропном шаре в 
вакууме решена в [17]. В настоящей работе мы 
представляем решение более общей граничной 
задачи о рассеянии плоской монохроматической 
электромагнитной волны на биизотропном шаре 
радиуса , помещенном в биизотропную среду, 
параметры которой отличаются от параметров 
частицы-шара. В определенном смысле такая 
задача является наиболее общей задачей для 
двух сред с изотропными свойствами. Как и при 
решении всякой «наиболее общей» задачи, для 
исследований с необходимостью требуется при-
влечение наиболее эффективного математиче-
ского аппарата. В ходе решения задач такого 
рода мы убедились в том, что таким самым мощ-
ным средством является квантовомеханическая и 
квантовоэлектродинамическая теория шаровых 
векторов 
R
( )LJM rY nr r  [41], [42]  
( ) (1
,
,L JMJM r Lm Lm r
m
Y n C Y n e)μ μ
μ
= ∑r r r r   (1.1) 
где ( )Lm rY nr  – сферические гармоники, ,rn r r=r r  
1
JM
LmC μ  – коэффициенты Клебша – Гордана груп-
пы трехмерных вращений, eμ
r  – циклические 
орты: 
0 ,ze e=r r  ( )1 2x ye e ie± = ±r r rm . 
Посредством векторов (1.1) удобно опреде-
лить сферические волны [12]–[15]: 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1
1
1
1
|
.
z J
J M J JM r
J
J J JM r
J
J J JM r
F k r z kr Y n
i a z kr Y n
b z kr Y n
ν
ν ++
−
−
= −
⎡− −⎣
⎤− ⎦
r rr r
r r
r r
  (1.2) 
В выражении (1.2) верхний индекс  использу-
ется для обозначения типа сферических функций 
z
( ).Lz ρ  В частности нами применяются сфериче-
ские функции Бесселя ( ) ( ),L Lz jρ ρ=  Неймана 
( ) ( )L Lz nρ ρ=  или Ханкеля 1-го и 2-го рода 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2 .L L L Lz h j inρ ρ ρ= = ± ρ  Коэффициенты 
Ja  и Jb  в (1.2) определены следующим образом:  
( )2 1Ja J J ,= +    ( ) ( )1 2 1Jb J J= + + .  
 Нетрудно показать, что плоскую монохро-
матическую циркулярно поляризованную волну 
можно разложить по сферическим волнам (1.2) 
следующим образом (множитель i te ω−  мы опус-
каем): 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
0
1
0
exp | ,
2 2 1 ,
jn
J J
J
J
J
E r e E ik z E F k r
E E J i
ν ν ν νν νν
π
∞
=
= − =
= +
∑r rr r r
(1.3) 
где ( )2kν cεμ χ να ω= − +  – волновые числа, 
соответствующие волнам, распространяющимся 
в биизотропной среде; индексом 1ν = ±  обозна-
чается поляризация волны ( 1ν =  для правоцир-
кулярно поляризованной волны и 1ν = −  для 
левоциркулярно поляризованной). 
 Учитывая структуру выражения (1.3), рас-
сеянное и внутреннее поля будем искать в виде 
разложений: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1
1 1
1
1 1
| ,
| .B
hp J
J J
J
zJ
J J
J
E r E f F k r
E r E g F k r
ν σν σν
σ
ν σν σν
σ
∞
= =±
∞
= =±
= −
=
∑ ∑
∑ ∑
r r
σ
σ
r r
r rr r
    (1.4) 
Рассеяние электромагнитных волн на биизотропном шаре в биизотропной среде 
 
Здесь ( )1 21 1 1 1kσ cε μ χ σα ω= − +  – волновые 
числа для внутренних волн (волн в биизотроп-
ном шаре), Jfσν  и 
Jgσν  – искомые коэффициенты 
разложения полей рассеянной и внутренней волн 
соответственно; индексом σ  отмечено состоя-
ние поляризации рассеянной и внутренней волн 
( 1σ = ± ). В силу ортонормированности и линей-
ной независимости системы шаровых векторов 
на сфере в формулах (1.4) фигурируют шаровые 
векторы ( )LJM rY nr r  только с .M ν=  Для рассеян-
ной волны используются сферические функции 
Ханкеля первого рода ( ) ( )1 ,Lh ρ  имеющие пра-
вильную асимптотику («расходящаяся волна») 
на бесконечности. Удобно сферические функции 
Бесселя для внутренних волн обозначать 
( ) ( ).L Lz jρ ρ≡   
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Используя уравнения Максвелла и матери-
альные уравнения (0.1) для биизотропной среды, 
можно найти напряженности магнитных полей, 
соответствующих этим волнам:  
( ) ( ) ( )
1
| ,jn J J
J
H r E b F kν ν νν
∞
=
= −∑r rr rrν
)
 
( ) ( ) (1
1 1
| ,hp JJ J
J
H r E f b F k rν σν σ σν
σ
∞
= =±
= ∑ ∑r rr σ r     (1.5) 
( ) ( ) ( )1 1
1 1
|B zJJ J
J
H r E g b F kν σν σ σ
σ
∞
= =±
= −∑ ∑r rr rrν σ . 
Здесь введены обозначения 
( )21 ,b iσ χ σ εμ χμ= + −       (1.6) 
( )1 21 1 1 1
1
1 .b iσ χ σ ε μ χμ= + −  
Граничные условия заключаются в непре-
рывности тангенциальных составляющих ре-
зультирующих электрического и магнитного по-
лей на границе раздела двух сред (сфера радиуса 
R). Математически это требование может быть 
записано в виде: 
, 0
, 0
B
B
n p
r R
n p
r R
n E E E
n H H H
ν ν ν
ν ν ν
=
=
⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦
r r rr
r r rr
,
.
)
           (1.7) 
Проецируя векторы, содержащиеся в (1.7), на оси 
локальной системы координат ( , ,re e eθ ϕr r r  [41], 
получим систему уравнений 
0
0
0
0.
B
B
B
B
n p
n p
n p
n p
E E E
E E E
H H H
H H H
θ θ θ
ϕ ϕ ϕ
θ θ θ
ϕ ϕ ϕ
⎧ + − =⎪ + − =⎪⎨ + − =⎪⎪ + − =⎩
                (1.8) 
Для удобства применения граничных усло-
вий выразим функции ( ) ( |zJ M )F k rνr r  через векторы 
( ) ( ),JMY λ θ ϕr   ,   используя  их   связь  с  ( 0, 1λ = ± )
)шаровыми векторами ( ,LJMY θ ϕr  [41]: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 , ,JJM J JM J JMY a Y b Y , ,θ ϕ θ ϕ θ−+ = − ϕr r r  
( ) ( ) ( )0,JJM JMY Y , ,θ ϕ θ= ϕr r                 (1.9) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 , ,JJM J JM J JMY b Y a Y , .θ ϕ θ ϕ θ−− = + ϕr r r  
Подставляя формулы (1.9) в выражение для сфе-
рических электромагнитных волн (1.2), а также 
используя рекуррентные соотношения для сфе-
рических функций:  
( ) ( ) ( )1 1 2 1 ,n n nnz z zρ ρ ρ− +
++ = ρ        (1.10) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 1 1n n ndn z nz n zd ,ρ ρ ρρ − ++ = − +  
получим следующее выражение для функций 
( ) ( )|zJ MF k rνr r : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0
1
1
|
ˆ
2 1 .
z
J M J JM r
J JM r
J J J JM r
F k r z kr Y n
i z kr Y n
kr
Ji a b z kr Y n
kr
ν
ν
ν −
= +
′+ +
++
r rr r
r r
r r
     (1.11) 
Здесь использовано обозначение ( ) ( )LLz zρ ρ ρ=$  
для функций Риккати – Бесселя, Риккати – Ней-
мана и Риккати – Ханкеля, а штрихом обозначе-
но дифференцирование по соответствующему 
аргументу. 
Подставляя выражение (1.11) в формулы 
(1.3)–(1.4), получим выражения для напряженно-
стей электрического поля падающей, рассеянной 
и внутренней волн: 
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Соответствующие напряженности магнитного 
поля запишутся в виде: 
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( ) ( ) ( )
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С учетом того факта, что вектор ( ) ( )1JM rY n−r r  не 
имеет тангенциальной составляющей, из гранич-
ных условий (1.8) следует алгебраическая систе-
ма уравнений для определения коэффициентов 
рассеянного и внутреннего полей в условиях, 
соответствующих рассматриваемой задаче: 
( ) ( ) ( ){ }
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J J
J J
J
J J
J J
J
J J
J J
J
f h k R g z k R
j k R
f h k R g z k R
k k
j k R
k
f b h k R g b z k R
b j k R
f b h k R g b z k R
k k
b j k R
k
σν σ σν σ
σ
ν
σν σ σν σ
σ σ σ
ν
ν
σν σ σ σν σ σ
σ
ν ν
σν σ σ σν σ σ
σ σ σ
ν ν
ν
σ σ
ν
σ σ
ν
=±
=±
=±
=±
+ =
=
⎧ ⎫′ ′+ =⎨ ⎬⎩ ⎭
′=
+ =
=
⎧ ⎫′ ′+ =⎨ ⎬⎩ ⎭
′=
∑
∑
∑
∑
(1.12) 
r
 
Эту систему целесообразно записать в матрич-
ном виде: 
 
(1) (1) 1 1
1 1 1 1
(1) (1) 1 1
1 1 1 1
(1) (1) 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
(1) (1) 1 1
1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
J J J J
J J J J
J J J J
J J J
h k R h k R z k R z k R
h k R h k R z k R z k R
b h k R b h k R b z k R b z k R
b h k R b h k R b z k R
+ − + −
+ − + −
+ + − − + + − −
+ + − − + +
′ ′ ′ ′− −
′ ′ ′−
1 1
1 1
1
1 1
1
1 1 1 1
1 1
ˆ ( )
ˆ ( )1
ˆ ( )
ˆ ( )ˆ ( )
J
J
J
J
J
J
J
J
J
f k j k R
f k j k R
kg k b j k R
g k b j k Rb z k R
ν ν
ν ν
νν ν ν
ν ν ν
ν
ν
+ +
− −
+ +
− −− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ′⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦′−⎢ ⎥⎣ ⎦
          (1.13) 
 
Решения системы (1.13), то есть коэффици-
енты Jfσν  и ,
Jgσν  можно найти по правилам: 
;
f
J kf
k
σ σν
σν
ν
Δ= Δ      
1
,
g
J kg
k
σ σν
σν
ν
Δ= Δ     (1.14) 
где  – главный определитель системы, Δ ,fσνΔ  
g
σνΔ  – характеристические определители. Прово-
дя их вычисления с учетом хорошо известных 
свойств  определителей, находим  для Δ  выра-
жение ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ .
b b b b h h z z
b b b b W h z W h z
b b b b h z h z
+ − + − + − + −
+ + − − + + − −
+ − − + − + + −
⎡ ⎤Δ = + Π Π +⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + Π Π⎣ ⎦
  (1.15) 
При записи определителей мы используем обо-
значения 
( )1 2 1 2 1 2 ,W y y y y y y′ ′= −  
( )1 2 1 2 1 2 ,y y y y y y′ ′Π = +  
и сокращенные обозначения функций 
( )ˆ ˆ ,Jj j k Rν ν=     
( ) ( )1ˆ ˆ ,Jh h k Rσ σ=     
( )1ˆ ˆ .Jz z k Rσ σ=  
При вычислении характеристических определи-
телей fσνΔ  и ,gσνΔ  получаем выражения: 
( )( )
( )( )
( )( )
1 1
1 1
1 1
1 1
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,
f b b b b z z j h j h
b b b b W h z j z j z
b b b b h z j z j z
σν ν σ ν σ ν σ
σ σ ν σ σ σ ν σ ν σ
σ σ ν σ σ σ ν σ ν σ
νσ
νσ
νσ
− + − + − − −
− − − −
− − − − −
′ ′⎡ ⎤Δ = + Π +⎣ ⎦
′ ′⎡ ⎤+ + − −⎣ ⎦
′ ′⎡ ⎤− + Π +⎣ ⎦
+
(1.16) 
 ( )( )
( )( )
( )( )
1
1
1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ .
g b b b b h h j z j z
b b b b W h z j h j h
b b b b h z j h j h
σν ν σ ν σ ν σ
ν σ σ σ σ σ ν σ ν σ
ν σ σ σ σ σ ν σ ν σ
νσ
νσ
νσ
− + − + − − −
− − − −
− − − − −
′ ′⎡ ⎤Δ = + Π +⎣ ⎦
′ ′⎡ ⎤
−
− + −⎣ ⎦
′ ′⎡ ⎤− + Π +⎣ ⎦
− (1.17) 
Формулы (1.14)–(1.17) в совокупности со-
ставляют ответ к задаче о нахождении коэффи-
циентов разложения рассеянного и внутреннего 
полей (1.4), (1.5). 
Проиллюстрируем полученные аналитиче-
ские результаты точного решения задачи Ми для 
биизотропных сред с применением результатов 
численных расчетов. На рисунках 1–8 приведены 
зависимости вещественных и мнимых частей 
коэффициентов Jfσν  и 
Jgσν  от отношения R λ  
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для различных значений J (J=1; 3; 6) и всех воз-
можных вариантов значений поляризационных 
индексов σ  и ν .  
Необходимость большого числа иллюстра-
ций обусловлена очень большим количеством 
параметров задачи: 8 материальных постоянных, 
4 значения пары поляризационных индексов 
( , ),σ ν  отношение ,R λ  индекс ,J  значением 
которого определяется полный момент сфериче-
ской волны. Чтобы систематизировать графики, 
мы на каждом из рисунков 1–4 представляем 
значения величин Re Jfσν  и Im
Jfσν  при одних и 
тех же значениях пары поляризационных индек-
сов ( , ).σ ν  Аналогично на каждом из рисунков 
5–8 представлены значения величин Re Jgσν  и 
Im Jgσν  при одних и тех же значениях пары ин-
дексов ( , ).σ ν . Таким образом, в пределах каждо-
го рисунка постоянны поляризационные индексы 
σ  и ν .  
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На всех восьми рисунках установлено соот-
ветствие: а) ; б) 1J = 3J = ; в) ; указанные 
значения полного момента выбраны для приме-
ра. При этом на левых (правых) рисунках изо-
бражается функциональная зависимость вещест-
венной (мнимой) части, соответствующей функ-
ции 
6J =
f  или g  от параметра .R λ  На каждом из 
рисунков кривым, пронумерованным цифрами 
1–4, соответствует следующий выбор значений 
материальных постоянных (одинаковый для всех 
рисунков): 
1) 0,1,α =  0,1,χ =  1 0,1,α =  1 0,2;χ =   
2) 0,1,α =  0,2,χ =  1 0,3,α =  1 0,3;χ =   
3) 0,3,α =  0,4,χ =  1 0,4,α =  1 0,5;χ =   
4) 0,4,α =  0,5,χ =  1 0,2,α =  1 0,1.χ =  
Так как число варьируемых параметров велико, 
диэлектрические и магнитные проницаемости 
двух биизотропных сред в численных расчётах 
были фиксированы и взяты следующими: 3,ε =  
1,01μ =  и 1 4,ε =  1 1,05.μ =  
В ходе анализа зависимостей типа приве-
дённых на рисунках 1–8 и рассчитанных при 
других значениях параметров выяснилось, что 
при отличных от нуля значениях параметров не-
взаимности ( 0;χ ≠  1 0χ ≠ ) ни одна из кривых не 
может быть воспроизведена ни при каких (изме-
нённых) значениях других материальных пара-
метров 1 1 1; ; ; ; ; ,ε μ α ε μ α  что противоречит пред-
положениям авторов работ [22], [23], [32]–[34]. 
Другими словами, параметры невзаимности χ  и 
1χ  не могут быть исключены из соотношений 
теории рассеяния электромагнитных волн на 
сферических биизотропных частицах в биизо-
тропной среде ни при каком наборе значений 
других материальных параметров.  
2 Некоторые частные варианты решения 
задачи Ми для биизотропных сред 
В целях проверки полученных результатов 
рассмотрим два частных случая. В первом из 
них, когда параметры биизотропных сред (внеш-
ней среды и материала частицы-шара) совпада-
ют, имеем: 1b bσ σ=  и 1k kσ σ= . При этом для ко-
эффициентов рассеянного и внутреннего полей 
получаем 0Jfσν = , Jgσν σνδ= , где σνδ  – символ 
Кронекера. Таким образом, в данной ситуации 
рассеянная волна отсутствует, а внутренняя вол-
на полностью совпадает с волной падающей, как 
и должно быть.  
В качестве второго теста на правильность 
полученных формул рассмотрим ситуацию, в 
которой и внешняя среда и частица-шар являют-
ся взаимными гиротропными; при этом 0χ = ; 
1 0χ =  и  
;b iσ
εσ μ=   
1 1
1
,b iσ
εσ μ=  
а определители (1.15)–(1.17) и выражения (1.14) 
для коэффициентов Jfσν  и 
Jgσν  упрощаются. При 
рассмотрении случая двух взаимных гиротроп-
ных сред для главного определителя (1.15) полу-
чаем выражение: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2
2
ˆ ˆˆ ˆ1
ˆ ˆˆ ˆ1 ,
W h z W h z
h z h z
ε δμ
δ
− − + +
+ − − +
⎛ ⎞ ⎡Δ = − + −⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
⎤− − Π Π ⎦
  (2.1) 
где 1
1
ε μδ μ ε= . 
Аналогично упрощаются и характеристические 
определители:  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2
2
2
ˆ ˆˆ ˆ1
ˆ ˆˆ ˆ1 ;
ˆˆˆ ˆ1 ;
f
W h z W j z
h z j z
z z W j h
ν ν ν ν
σν ν ν ν ν
ν ν
ε δμ
;
,
δ σ ν
ε δ σ νμ
− −
− −
+ −
⎧⎛ ⎞ ⎡− + −⎪⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠⎪⎪ ⎤Δ = − − Π Π =⎨ ⎦⎪⎪⎛ ⎞− − Π ≠⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩
(2.2) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆˆ2 1 ; ;
ˆ ˆ ˆˆ2 1 ; .
g
W h z W h j
h z W h j
ν ν ν ν
σν
σ ν ν ν
ε δ σ νμ
ε δ σ νμ
− −
⎧⎛ ⎞− + =⎪⎜ ⎟⎪⎝ ⎠Δ = ⎨⎛ ⎞⎪ − − Π ≠⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩
(2.3) 
Таким образом, формулы (2.1)–(2.3), полу-
ченные как частный случай выражений (1.14)–
(1.17), полностью совпадают с результатами, 
полученными ранее в работе [14].  
Сравнивая формулы (2.1)–(2.3) с общими 
формулами (1.14)–(1.17), и учитывая результаты 
сравнения графиков, можно ответить на один из 
главных вопросов дискуссии, упомянутой во 
введении – вопрос о распознаваемом существо-
вании биизотропных сред. 
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Рисунок 1 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1,1
Jf  от :R λ  
а) 11,1,f  б) 
3
1,1,f  в) 
6
1,1f   
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Рисунок 2 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1, 1
Jf −  от :R λ  
а) 11, 1,f −  б) 
3
1, 1,f −  в) 
6
1, 1f −   
Проблемы физики, математики и техники, № 3 (4), 2010 13
В.Н. Капшай, В.В. Кондратюк 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 3 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1,1
Jf−  от :R λ   
а) 11,1,f−  б) 
3
1,1,f−  в) 
6
1,1f−  
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Рисунок 4 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1, 1
Jf− −  от :R λ  
а) 11, 1,f− −  б) 
3
1, 1,f− −  в) 
6
1, 1f− −  
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Рисунок 5 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1,1
Jg  от :R λ  
а) 11,1,g  б) 
3
1,1,g  в) 
6
1,1g   
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Рисунок 6 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1, 1
Jg −  от :R λ  
а) 11, 1,g −  б) 
3
1, 1,g −  в) 
6
1, 1g −  
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Рисунок 7 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1,1
Jg−  от :R λ  
а)  б)  в) 11,1,g−
3
1,1,g−
6
1,1g−  
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Рисунок 8 – Зависимость вещественной и мнимой частей 
амплитудных коэффициентов 1, 1
Jg− −  от :R λ  
а) 11, 1,g− −  б) 
3
1, 1,g− −  в) 
6
1, 1g− −  
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Совершенно ясно, что никаким изменением 
параметров 1 1 1; ; ; ; ; ,ε μ α ε μ α  входящих в аргу-
менты сферических функций Бесселя и Ханкеля 
в формулах (2.1)–(2.3) при 0,χ =  1 0,χ =  невоз-
можно воспроизвести более сложные формулы 
(1.14)–(1.17), содержащие ненулевые значения 
параметров невзаимности. 
Из наших выражений (1.14)–(1.17) легко 
также получить ответы для задачи Ми и в других 
частных случаях, например, для задач о рассея-
нии электромагнитной волны на биизотропном 
шаре, находящемся в вакууме, диэлектрике или 
среде Теллегена, или о рассеянии на находящем-
ся в биизотропной среде диэлектрическом или 
гиротропном шаре, на вакуумной полости или на 
шаре Теллегена в биизотропной среде и в других 
условиях.  
 
Заключение 
В настоящей работе получено точное реше-
ние задачи Ми о рассеянии плоских электромаг-
нитных волн на биизотропном шаре, находящем-
ся в биизотропной среде, характеризующейся 
другими материальными параметрами. Получен-
ные аналитические выражения проиллюстриро-
ваны графически с использованием результатов 
численного расчета коэффициентов Jfσν  и 
Jgσν  
рассеянной и внутренней волн. В результате ана-
лиза зависимостей указанных коэффициентов от 
отношения R λ  при различных отличных от 
нуля значениях параметров невзаимности χ  и 
1χ  доказано, что эти зависимости нельзя воспро-
извести пользуясь при расчете формулами, в ко-
торых параметры невзаимности приняты равны-
ми нулю, ни при каких вариантах сочетания зна-
чений других материальных параметров. Это и 
означает, что биизотропные среды – распозна-
ваемы; они принципиально, а не только значе-
ниями параметров ; ;ε μ α  отличаются от взаим-
ных киральных сред. 
В частных условиях при которых (невзаим-
ные) биизотропные среды трансформируются во 
(взаимные) гиротропные среды результаты дан-
ной работы совпадают с полученными ранее в 
[14]. Физически правильное заключение об оп-
тической однородности среды следует из полу-
ченных формул и при совпадении параметров 
граничащих сред. 
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